ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4

 по дисциплине «Основы теории управления»


Тема: Характеристики элементарных звеньев. 

           Исследование устойчивости системы управления 

           инерционным объектом с запаздыванием


Цели работы:

1. Освоить понятия о частотных характеристиках элементарных звеньев и систем автоматического управления.

2. Изучить частотные критерии устойчивости линейных систем управления.


Задачи лабораторной работы №4:
1. Построить частотные характеристики элементарных звеньев и системы в целом (вариант САУ задается преподавателем).

2. Исследовать устойчивость САУ с запаздыванием. Определить величину критического запаздывания. 


Необходимые теоретические сведения 

1. Частотная передаточная функция и частотные характеристики систем управления
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Важнейшей характеристикой динамического звена является его частотная передаточная функция. Для ее получения рассмотрим динамическое звено:
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Пусть 
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, на вход подается гармонический сигнал:
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, где 
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- амплитуда сигнала, а 
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- угловая частота сигнала;

На выходе системы, после того как она забудет начальные условия (в установившемся режиме), будут так же  гармонические колебания той же частоты, но с другой амплитудой и  в общем случае сдвинуты по фазе относительно входной величины на угол 
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. Таким образом для выходной величины можно записать:
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Воспользуемся формулой Эйлера и представим входную и выходную величины в форме двух комплексных составляющих:
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В линейной системе на основании принципа суперпозиции можно рассмотреть отдельно прохождение составляющих 
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. Кроме того можно рассмотреть прохождение только составляющей 
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, которая в выходной величине дает составляющую 
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Соотношение между 
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, получается таким же как и у 
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Поэтому в дальнейшем рассмотрении воспользуемся символической записью:
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[image: image18.wmf]Символичность этой сокращенной записи заключается в отбрасывании состовляющих с множителем 
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Для нахождения соотношения между входной и выходной гармоническими величинами звена, воспользуемся его дифференциальным уравнением в виде:
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Вход объекта представлен в виде:
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Ищем решение уравнения (1.1) в виде:
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(1.2)
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Подставим 
(1.2), (1.3), (1.4) в (1.1), получим:
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После сокращения на  
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Таким образом, получили частотную характеристику системы:
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Частотная характеристика системы - это  комплексное число функции частоты, модуль которой равен отношению амплитуд выхода и входа, а аргумент – сдвигу фаз входного сигнала по отношению к входному. 
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В более общей формулировке для выходного сигнала любого вида, частотную передаточную функцию можно представить как отношение изображений Фурье (частотных изображений) выходной и входной величин:
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Частотная передаточная функция легко получается из обычной передаточной функции, подстановкой 
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Частотная передаточная функция звена есть изображение Фурье его функции веса, т.е.:
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Частотная передаточная функция может быть представлена в виде:
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Где:

1)  
[image: image31.wmf])
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- модуль частотной характеристики системы (амплитудно-частотная характеристика - АЧХ);

2)  
[image: image32.wmf])
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- ее аргумент (фазо - частотная характеристика - ФЧХ);
3) 
[image: image33.wmf])
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- действительная частотная характеристика (ДЧХ);
4) 
[image: image34.wmf])
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- мнимая частотная характеристика (МЧХ).
Рассмотрим пример для апериодического звена второго порядка:
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(1.5)







(1.6)

Модуль частотной передаточной функции (АЧХ) находится как отношение модулей числителя и знаменателя (1.5). Аргумент или фаза (ФЧХ) находится как разность аргументов числителя и знаменателя (1.6).

АЧХ показывает, как пропускает звено сигнал различной частоты, оценка пропускания делается по отношению амплитуд входной и выходной величины.

ФЧХ показывает фазовые сдвиги, выносимые звеном на различных частотах.

АЧХ – четная функция частоты, ФЧХ – нечетная функция частоты.
Для нахождения вещественной и мнимой частей передаточной функции необходимо освободится от мнимости в знаменателе, путем умножения числителя и знаменателя на комплексную величину, сопряженную знаменателю, а затем провести разделение на вещественную и мнимую части.

Для примера:
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 Модуль частотной передаточной функции - (АЧХ) находится так же по формуле  (1.7). Аргумент или фаза -  (ФЧХ) находится как арктангенс отношения МЧХ и  ДЧХ по формуле (1.8) 
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(1.8)

Амплитудно-фазовая частотная характеристика строится на комплексной плоскости. Она представляет собой геометрическое место концов векторов (годограф), соответствующих частотной передаточной функции 
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, при изменении частоты от нуля до бесконечности. 

По оси абсцисс откладывается вещественная часть 
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и по оси ординат – мнимая часть 
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. Для каждой частоты на комплексной плоскости наносится точка. Полученные точки соединяются затем плавной кривой.

АФХ может быть получена  как для положительных, так и для отрицательных частот. При замене в частотной передаточной функции 
[image: image39.wmf]w
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 получится сопряженная комплексная величина, поэтому  АФХ для отрицательных частот может быть построена как зеркальное изображение относительно вещественной оси АФХ для положительных частот.
2. Частотный критерий устойчивости Михайлова.

Рассмотрим отдельно левую часть характеристического уравнения, которая представляет собой характеристический полином: 
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(2.1)
Подставим в этот полином чисто мнимое значение 
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представляет собой угловую частоту колебаний, соответствующих чисто мнимому корню характеристического уравнения. При этом получим характеристический комплекс:
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  , где вещественная часть будет содержать четные степени 
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, а мнимая нечетные степени  
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Функции 
[image: image46.wmf])
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представляют собой модуль и фазу (аргумент) характеристического комплекса.

Характеристический полином (2.1) не будет иметь корней в правой полуплоскости, если полное приращение фазы или аргумента  
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 при изменении 
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 окажется меньше чем 
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Докажем это:

Если все коэффициенты заданы и заданно определенное значение частоты  
[image: image54.wmf]w

, то величина 
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, изобразится на комплексной плоскости в виде точки с координатами 
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или в виде вектора, соединяющего эту точку с началом координат. Если же значение частоты
[image: image57.wmf]w

 меняется непрерывно от нуля до бесконечности, то вектор будет изменяться по величине и по направлению, описывая своим концом некоторую кривую (годограф),   которая называется кривой Михайлова. 

Практически кривая Михайлова строится по точкам, причем задаются различные значения частоты 
[image: image58.wmf]w

и по формулам (2.2) и (2.3) вычисляются 
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. Результаты расчетов сводятся в таблицу, по которой и строится затем кривая.

Выясним связь между кривой Михайлова и знаками вещественных корней характеристического уравнения, для этого запишем характеристический полином (2.1) в виде произведения сомножителей:
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Где 
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- корни характеристического уравнения.

Характеристический вектор можно тогда представить в следующем виде:
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(2.4)

Каждая из скобок представляет собой комплексное число. Следовательно,  
[image: image63.wmf])
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 представляет собой произведение комплексных чисел. При перемножении аргументы комплексных чисел складываются. Поэтому результирующий угол поворота вектора  
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[image: image65.wmf]w

 от нуля до бесконечности будет равен сумме поворота отдельных сомножителей (2.4):
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Определим каждое слагаемое (6.22) в отдельности:

1. Пусть какой-либо корень является вещественным и отрицательным, т.е.
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. Сомножитель в выражении (2.4), определяемый этим корнем будет тогда иметь вид: 
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Построим годограф этого вектора на комплексной плоскости при изменении 
[image: image70.wmf]w

 от нуля до бесконечности. При
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 вещественная часть 
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, а мнимая равна нулю. Этому соответствует точка А, лежащая на оси вещественных. При  
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, вектор будет изменятся так, что его вещественная часть будет по прежнему равна  
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, а мнимая часть 
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 (точка В на графике). При увеличении частоты до бесконечности конец вектора уходит в бесконечность, при чем конец вектора все время находится на вертикальной прямой, проходящей через точку А , а вектор поворачивается против часовой стрелки. Результирующий угол поворота вектора 
[image: image76.wmf]2
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2. Пусть какой-либо корень является вещественным и положительным, т.е.
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. Сомножитель в выражении (2.4), определяемый этим корнем будет тогда иметь вид: 
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. Проводя аналогичные построения, можно сказать что результирующий угол поворота 
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. Знак минус показывает, что вектор поворачивается по часовой стрелке.

3. Пусть два корня, например 
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 являются комплексными сопряженными, с отрицательной вещественной частью, т.е. 
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. Сомножители в выражении (2.4), определяемые этими корнями будут иметь вид: 
[image: image83.wmf])

)(

(

w

b

a

w

b

a

j

j

j

j

+

+

+

-

.


При  
[image: image84.wmf]0
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, начальные положения двух векторов будут определяться точками 
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. Первый вектор повернут относительно оси вещественных по часовой 
стрелке на угол  
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стрелки.


При увеличении  
[image: image87.wmf]w

 от нуля до бесконечности концы обоих векторов уходят 
кверху в бесконечность, и оба вектора в пределе сливаются с осью 
мнимых.


Результирующий угол поворота первого вектора 
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таким образом, вектор, соответствующий произведению 
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4. Пусть те же комплексные корни имеют положительную вещественную часть, т.е. 
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. Проведя построения аналогичные предыдущим, можно 
получить, что результирующий угол поворота вектора, соответствующий 
произведению двух сомножителей, будет  
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Таким образом, если характеристическое уравнение будет иметь 
[image: image94.wmf]l

 корней с положительной вещественной частью то, каковы бы ни были эти корни (вещественные или комплексные), им будет соответствовать сумма углов поворотов 
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корням характеристического уравнения, имеющим отрицательные вещественные части, будет соответствовать сумма углов, равная 
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 от  нуля до бесконечности будет равен:
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Из условия (2.5), следует, что для устойчивости системы 
[image: image101.wmf]го
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порядка необходимо и достаточно, чтобы вектор 
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, описывающий кривую Михайлова при изменении 
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 от нуля до бесконечности имел угол поворота 
[image: image104.wmf]2

p

y

n

=

. Таким образом для устойчивости системы необходимо, чтобы все корни характеристического уравнения лежали в левой полуплоскости, т.е. 
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Кривая Михайлова для устойчивых систем имеет всегда плавную спиралевидную форму, причем конец ее уходит в бесконечность в том квадранте комплексной плоскости, номер которого равен степени характеристического уравнения 
[image: image106.wmf]n

.
Число квадрантов, большее чем 
[image: image107.wmf]n

, кривая Михайлова вообще пройти не может. Поэтому неустойчивость системы всегда связана с тем, что в кривой Михайлова нарушается последовательность прохождения квадрантов, вследствие чего угол поворота вектора 
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, оказывается меньше, чем 
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Все сказанное выше позволяет сформулировать критерий Михайлова в несколько измененном виде:

Для устойчивой системы кривая Михайлова проходит последовательно 
[image: image110.wmf]n

квадрантов.

Поэтому корни уравнений 
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 должны чередоваться. Так как кривая Михайлова всегда начинается с точки, расположенной на оси вещественных, где мнимая часть всегда равна нулю 
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, то при постепенном увеличении частоты от нуля до бесконечности должна обратиться в нуль сначала вещественная часть: 
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Полезные сведения критерия Михайлова:

1. Так как порядок уравнения известен, а суммарный угол поворота рассчитывается по годографу Михайлова, то из формулы:  
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можно рассчитать, сколько корней неустойчивых.

2. Вид годографа Михайлова позволяет обнаружить и идентифицировать выход на границу устойчивости:

1) Нулевой корень.

Отсутствует свободный член характеристического полинома 
[image: image118.wmf]0
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 и кривая     Михайлова идет из начала координат: 
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[image: image120.wmf],
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первая скобка обнуляется..
2) Чисто мнимые корни (колебательная граница устойчивости). 


   Характеристический вектор можно записать в виде: 
[image: image121.wmf])
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, таким образом, годограф проходит через начало координат (но не начинается).
3) Бесконечный корень.

Конец кривой Михайлова перебрасывается, при этом коэффициент 
[image: image124.wmf]0
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характеристического полинома будет равен нулю(порядок уравнения становится на единицу меньше). Годограф Михайлова уходит в бесконечность параллельно «чужой» оси. 

3. Частотный критерий Найквиста и его использование для исследования 

устойчивости САУ с запаздыванием и 

иррациональными передаточными функциями.

Передаточная функция разомкнутой системы может быть представлена в виде:
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(1.1)

Причем степень числителя не может быть выше степени знаменателя, 
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При подстановке 
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, получится частотная передаточная функция разомкнутой системы:
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(1.2)

Частотная передаточная функция разомкнутой системы представляет собой комплексное число. Если изменять частоту входного воздействия от 
[image: image129.wmf]¥
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, и откладывать на комплексной плоскости точки, соответствующие получающимся комплексным числам, то геометрическое место этих точек образует амплитудно-фазовую характеристику разомкнутой системы.

Сформулируем достаточные и необходимые требования к амплитудно-фазовой характеристике разомкнутой системы, при выполнении которых система автоматического регулирования в замкнутом состоянии будет устойчива.

Согласно алгебре структурных преобразований получим:
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(1.3)

Введем для рассмотрения вспомогательную функцию:
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Сделаем подстановку 
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 и найдем комплекс:
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(1.4)

Из (1.3) видно, что т.к. порядок 
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, то порядок в числители и знаменатели одинаков и равен 
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1. Предположим, что знаменатель разомкнутой системы имеет 
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 правых неустойчивых корней и 
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2. Предположим, что знаменатель замкнутой системы содержит 
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 правых неустойчивых корней и 
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Рассматривая в (1.4) числитель, 
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  по Михайлову, как характеристический комплекс  знаменателя замкнутой системы 
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 как характеристический комплекс знаменателя разомкнутой системы, рассчитаем суммарный угол поворота годографа 
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Общий угол поворота равен разности аргументов числителя 
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(1.5)

Мы хотим добиться устойчивость замкнутой системы (m=0), даже при неустойчивой разомкнутой 
[image: image148.wmf])
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[image: image149.wmf]p

p

y

2

2

l

l

=

=


Если перенести начало координат в точку на абсциссе 
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 должна совершить 
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 оборотов вокруг этой точки.

Таким образом, можно сформулировать теорему Найквиста для случая неустойчивой системы в разомкнутом состоянии:

Если разомкнутая система имеет 
[image: image153.wmf]l

 неустойчивых правых корней, то для того чтобы замкнутая система была устойчива необходимо и достаточно, чтобы годограф  частотной передаточной функции разомкнутой системы 
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 совершил 
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 полных оборотов в положительном направлении (против часовой стрелки) при изменении 
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 вокруг точки на абсциссе комплексной плоскости с координатами 
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Так как рассматривался критерий Михайлова, то изменение частоты 
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 происходило
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 Если предположить, что все корни характеристического уравнения разомкнутой системы (1.1)  лежат в левой полуплоскости, то  при изменении частоты от  
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 вспомогательной функции  (1.4) изменится на величину 
[image: image162.wmf]p

y

n

=

1

. 

Так как знаменатель вспомогательной функции   (1.4) представляет собой комплекс той же степени 
[image: image163.wmf]n

, причем по предположению все корни разомкнутой системы (1.1)   лежат в левой полуплоскости, результирующий угол поворота вектора  
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Отсюда следует, что в рассматриваемом случае результирующий угол поворота вектора вспомогательной функции (1.4) будет равен нулю:
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Это означает, что для устойчивой в замкнутом состоянии системы  годограф вектора вспомогательной функции (1.4) не должен охватывать начало координат.

Частотная передаточная функция 
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 отличается от вспомогательной функции 
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 на единицу, поэтому можно строить амплитудно-фазовую характеристику разомкнутой системы по выражению (1.2), что проще. 

Таким образом, можно сформулировать теорему Найквиста для случая устойчивой системы в разомкнутом состоянии:

Если система устойчива в разомкнутом состоянии, т.е. все корни ее характеристического уравнения лежат в левой полуплоскости, то в этом случае необходимо  чтобы годограф  частотной передаточной функции разомкнутой системы 
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 не  охватывал точку на абсциссе комплексной плоскости  с координатами 
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. Это является достаточным и необходимым условием того, чтобы система была устойчивой в замкнутом состоянии.

При определении устойчивости достаточно построить амплитудно-фазовую характеристику для положительных частот 
[image: image171.wmf]w
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), так как ее ветвь, соответствующая отрицательным частотам, может быть легко получена зеркальным отображением относительно оси вещественных.

При сложной форме годографа 
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 настойчивой в разомкнутом состоянии системы могут встречаться трудности в подсчете числа положительных оборотов вокруг критической точки  
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. В этом случае для суждения об устойчивости удобно применять правило переходов, предложенное Я.З. Ципкиным. 

Ведем понятия положительного перехода и отрицательного перехода годографа через отрезок  
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Положительным называется  переход характеристики 
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, если при возрастании 
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, он происходит сверху вниз, и отрицательным, если он происходит снизу вверх.

Для того, чтобы замкнутая система была устойчивой, если разомкнутая система имеет 
[image: image178.wmf]l

 правых неустойчивых корней, необходимо и достаточно, чтобы:
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Таким образом, критерий Найквиста можно сформулировать так:

Если разомкнутая система автоматического управления не устойчивая, то для того, чтобы замкнутая система автоматического управления была устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы разность между числом положительных и отрицательных переходов амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой системы 
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 через отрезок вещественной оси 
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, где 
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-число правых неустойчивых корней разомкнутой системы.

Примечание.

Для не устойчивой разомкнутой системы автоматического управления: если 
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 остается на этом отрезке, то считается, что амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы 
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, совершила 
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 поворотов вокруг критической точки 
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Для того, чтобы замкнутая система была устойчивой, если разомкнутая система не имеет 
[image: image192.wmf]l

 правых неустойчивых корней необходимо чтобы выполнялось условие:
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Таким образом, критерий Найквиста можно сформулировать так:

Если разомкнутая система автоматического управления  устойчивая, то для того, чтобы замкнутая система автоматического управления была устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы разность между числом положительных и отрицательных переходов амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой системы 
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Иными словами точка 
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 ни разу не охватывается в положительном направлении. 

Рассмотрим передаточную функцию разомкнутой системы, соответствующей астатизму первого порядка. В этом случае передаточная функция может быть изображена в виде:
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Будем предполагать, что все корни знаменателя передаточной функции (кроме нулевого корня 
[image: image199.wmf]0
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) лежат в левой полуплоскости, т.е. в разомкнутом состоянии система является нейтрально устойчивой. Амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы будет иметь разрыв непрерывности в точке 
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. В этой точке модуль, 
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  а фаза делает скачок на 
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. Для получения определенности в ходе амплитудно-фазовой характеристики необходимо отнести нулевой корень знаменателя передаточной функции 
[image: image203.wmf])
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 либо к левой либо к правой полуплоскости корней. Первое является более удобным, так как при этом все корни знаменателя будут располагаться в левой полуплоскости.

Для выполнения сказанного поступают следующим образом. При изменении частоты от 
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 происходит движение на плоскости корней вдоль оси мнимых снизу вверх.

В начале координат расположен нулевой корень. Обойдем, этот корень по полуокружности бесконечно малого радиуса так, чтобы корень остался слева. При движении по этой полуокружности против часовой стрелки независимая переменная 
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  меняется по закону:
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 представляет собой радиус полуокружности, а 
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 аргумент, меняющийся от 
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. При этом передаточная функция  
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Таким образом, во время движения по полуокружности бесконечно малого радиуса передаточная функция может быть представлена в виде вектора бесконечно большой длинны, поворачивающегося на комплексной плоскости по часовой стрелке на угол, равный   
[image: image215.wmf])
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, что соответствует окружности бесконечно большого радиуса.

На рисунке изображена  амплитудно-фазовая характеристика абсолютно устойчивой системы с астатизмом первого порядка. Характеристика начинается в начале координат при 
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, и затем уходит в бесконечность при 
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. Далее характеристика дополняется полуокружностью бесконечно большого радиуса так, чтобы вектор 
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 повернулся на угол 
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 по часовой стрелке.

Не трудно видеть, что характеристика не охватывает точку 
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, и система в замкнутом состоянии будет устойчивой. 
Итак, для данного случая, что бы использовать критерий Найквиста необходимо:

1. Вычертить годограф 
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, при изменении 
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Мысленно дополнить годограф окружностью бесконечного радиуса, преходящую 
[image: image223.wmf]n
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 квадрантов в отрицательном направлении (по часовой стрелке), где 
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- число интегрирующих звеньев (степень сомножителя 
[image: image225.wmf]p

 в знаменателе передаточной функции 
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Задание к лабораторной работе №4:

Исследовать устойчивость (по критерию Найквиста) системы управления, показанной на рисунке.

Параметры T1, T2, k,( - по данным, рассчитанным в лабораторной работе №2.

Порядок расчетов:

1. Вывести передаточную функцию и частотную передаточную функцию ПИ - регулятора.

2. Разомкнуть систему (по Найквисту) и рассчитать частотную передаточную функцию разомкнутой системы.
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Проверить устойчивость замкнутой системы (по Найквисту) при параметрах ПИ-регулятора, найденных в лабораторной работе №3.

4. Постепенно увеличивая коэффициент при дифференциальной части ПИ -  регулятора, найти, при каком значении этого коэффициента САУ выйдет на границу устойчивости ( остальные настроечные параметры регулятора изменять не нужно).

Контрольные вопросы к лабораторной работе №4:

1) Смысл передаточной функции. Для чего применяется передаточная функция при анализе САУ? Привести пример передаточной функции.

2) Смысл переходной функции. Как получить переходную функцию по передаточной? Привести пример.

3) Что такое весовая функция? Как получить весовую функцию, если известна переходная функция? Привести пример.

4) Что такое частотная характеристика звена? Как получить частотную характеристику? Привести пример.

5) Что такое амплитудно-частотная характеристика звена? Как получить амплитудно-частотную характеристику? Привести пример.

6) Что такое фазочастотная характеристика звена? Как получить фазочастотную характеристику? Привести пример.

7) Что такое логарифмическая амплитудно-частотная характеристика звена? Как получить логарифмическую амплитудно-частотную характеристику? Привести пример.

8) Что такое логарифмическая фазочастотная характеристика звена? Как получить логарифмическую фазочастотную характеристику? Привести пример.

9) Применение частотных характеристик звеньев при исследовании САУ.

Приведите пример определения параметров звена по его частотным характеристикам.
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